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Sadrzaj — U radu je predloZzena vremensko-frekvencijsk&oncentracije, poznato kao inner interference2[1BudLti
reprezentacija viSeg reda zasnovana na aproksiinpoipg da do danas nije definisana reprezentacija kojalide
izvoda faze metodom kafmsh razlika. Ova reprezentacija u koncentriSe komponente svih vrsta signala, aktuej@o
vremensko-frekvencijskoj ravni idealno koncentriignale istraZivanje novih reprezentacija koje oméavaju
cija se faza moze predstaviti polinomom reda mangg§est. poboljSavanje koncentracije za odeee klase signala.

Dati su primjeri koji eksperimentalno po#iuju tachost
teorijskih rezultata. Pokazano je da i u &ju sinusoidalno
frekvencijski modulisanih signala ova reprezentacij
omogwava postizanje visoke koncentracije, znatn
kvalitetnije od rezultata koji se postiZu primjenonk
spektrograma i Wigner-ove distribucije

U radu je predlozena vremensko-frekvencijska
reprezentacija viSeg reda, koja idealno koncentsig@ale
¢ija se faza moze predstaviti polinomom reda maojgest.
va reprezentacija je izvedena na osnovu teorijgkexjupa
oji omogutava definisanje novih TF reprezentacija na bazi
aproksimacije prvog izvoda faze — trenutne frekijenc

metodom konénih razlika.
1. UVOD
Rad je organizovan na &ia koiji slijedi. Teorijski pristup

Fourier-ova transformacija (FT) [1, 5, 6] je Sirokodefinisanju vremensko-frekvencijskih reprezentacig bazi
kori&en alat za analizu signatéji se spektralni sadrzaj ne aproksimacije prvog izvoda faze opisan je u drusghciji.
mijenja tokom vremena (stacionarni signali). U ¢aju PredloZzena reprezentacija i njene osnovne karakieyi
signalagiji je spektralni sadrzaj vremenski promjenjiv, Gak opisani su u tréj sekciji. U cetvrtoj sekciji dati su primjeri
fazna karakteristika Fourier-ove transformacije rgad koji demonstriraju razmatranja iz prethodnih sekcij
informacije o vremenskoj raspodjeli spektralnih kmmenti,

ove informacije je veoma teSko koristiti [1, 2]. f@r-ova 2. ESTIMACIJA PRVOG 1ZVODA EAZE SIGNALA
transformacija, dakle, ne daje informacije 0 tremac KAO OSNOVA ZA DEFINISANJE VREMENSKO-

pojavljivanja i trajanju komponenti u glaju signalaciji je FREKVENCIJSKIH REPREZENTACIJA
spektralni sadrzaj vremenski promjenljiv (nestaaiom

signali). Takde, u sl¢aju multikomponentnih signala [1, 2] Posmatrajmo generalnu formu monokomponentnog
FT ne moZe dati informaciju o Sirini spektra pojednih  signala [1, 2, 4]:

komponenti. Ova ograténja dovela su do razvoja i)

vremensko-frekvencijske (TF) analize signala [17R,Ona x(t) = Ay e, (2
obezbj@uje brojne tehnike i alate za analizu i obradu align

. - . i pretpostavimo da su varijacije amplitude signafetajno
u vremenskom i u frekvencijskom domenu istovremeno.

manje u odnosu na varijacije faze, 0dnos|wd(t)| <<|qo'(t)| .

U teoriji i praksi su definisane brojne vremensko]dealna vremensko-frekvencii "
- . . - jska reprezentacija YITE]
frekvencijske reprezentacie [1, 2, 3, 7], od kogh svaka idealno  koncentriSe energiju signala u vremensko-

p_qgodng za riesavanje o@eane klase Pmb'e_ma' a",df) d"_jm"’L’:frekvencijskoj ravni duzZ njegove trenutne frekvéadiF) [1,
nije definisana neka koja predstavlja univerzalj@senje 2. 8, 9] definisane kao prvi izvod faze signalaysemenu
problema koji se javljaju u analizi i obradi nestaarnih oan(;snO' ’

signala. Jedan od aktuelnih i otvorenih problema oblasti
jeste i definisanje reprezentacija k@ Sto je mogée bolje
koncentrisati komponente signala u vremensko-fre&yskoj

ravni [1, 2, 3, 8, 9]. N
Dakle, u skladu sa prethodnom definicijom trenutne
Najjednostavnija vremensko-frekvencijska reprezgjgta frekvencije, idealna vremensko-frekvencijska repraacija

o) =240, 3)

je spektrogram definisan kao: bi trebalo da na trenutnoj frekvenciji predstaviparakov
, impuls [2, 5], odnosno, njena definicija je [2]:
SPEQ 1Q) = j X t7) wr) @ d (1) ITF(t,Q) = 27 At) 5(Q - ¢'(t)). (4)

) ) ] Jedan od aktuelnih problema u vremensko-frekvekaijj

Poznato je da svako odstupanje trenutne frekvemtje analizi jeste pronalazenje takve reprezentacijga ke po
konstante kod spektrograma izaziva rasipanje (n@j svojim karakteristikama $to je magubliza ITF. Problem se
koncentracije). moze intrerpretirati i na sljedenain: potrebno je proré

ransformaciju signala kojate se Kkoristiti za dobijanje

. . t
Pored spektrograma, jedna od najpoznatijih vren@nskigprezentacije oblika (4). Lako se odisge da je ITF Fourier-
frekvencijskih reprezentacija je Wigner-ova disticha. Ona  gya transformacija funkcije oblika:

idealno koncentriSe signaldja faza predstavlja polinom do ,
reda dva, dok se u shju faze koja predstavija polinom R(t,7)=| A()|" €707, (5)
treceg ili viSeg reda, javlja rasipanje oko idealne



Primjeri poznatih distribucija: Wigner-ove i Rilm@ek-ove
[1, 2] ilustruju opravdanost ovakvog teorijskog stupa.
Poznato je da se prvi izvod mozéuaati na sljedé nacin:

=2 AD G o) )

gdje O(¢"(r)) ozna&ava da je greSka u aproksimaciji prvog

frekvencijskoj ravni, u odnosu na onaj kod Wignerov
distribucije. Meiutim, ova poboljSanja bé na r&un
povetanja slozenosti distribucije i problema koje toss@om
moZze nositi. Posmatrajmo precizniju estimaciju griovoda
faze:

Q) =¢'t)=

izvoda faze reda velne drugog izvoda faze. Ako izraz (6) - Pt-1/6)-8pt—1/12)+ 8p€+71 /12y (+T /6)= (10)

uvrstimo u (5), dobijamo funkciju oblika:

, , jv-atn,
R =| A o =| Ay & T =
= A (Y ) = X} X(E1),

¢ija je
distribucija. Kao Sto je poznato [1, 2, 3], ovatdiBicija se

ve¢ kod signal&iija je faza polinom drugog reda karakteriSe,..

rasipanjem oko trenutne frekvencije, Sto je postidjreske
u aproksimaciji prvog izvoda faze.

Wigner-ova distribucija moZe se dobiti istim podtom,
na osnovu sljede aproksimacije prvog izvoda faze:

T

e+ D) it
P 2)=d‘g?)+o(<o'"(r))

Q(t) = (7)

Ponavljajuéi isti postupak, dobijamo:

4 A2
Rtr)= R’ = Re *© =
= A" P AYEE) = el (e

Fourier-ova transformacija prethodnog izraza peadis
Wigner-ovu distribuciju:

T sjQr _°° Ty« Ty Hoar
WD(t,Q)=:|;R(1;r)e d—J; “E) X( I—E) g% d (8)

Uvodenjem prozora pa u prethodnoj formuli, dobija se

pseudo-Wigner-ova distribucija (PWD), oblika:

PWD(LQ)= [ W)Xt D) X(ED) &% & (9)

Kako iz formule (7) vidimo da je sada greSka wX(0)

aproksimaciji prvog izvoda faze reda vele tr&eg izvoda

faze, postaje jasno d& Wignerova distribucija za signale

¢ija se faza moze predstaviti polinomom najviSe dgugeda,
kao Sto je poznato u literaturi [1, 2], dati
koncentraciju, dolkte za sldaj signalacija je faza polinom
reda véeg od dva nastupiti cekivano
koncentracije.

3. PREDLOZENA VREMENSKO-FREKVENCIJSKA
REPREZENTACIJA VISEG REDA

Navedena razmatranja posk&inam kao motivacija za

posmatranje joS jedne aproksimacije prvog izvodee,fa
ciliju definisanja distribucije koja bi mogla datdealnu

FT po promjenljivoj r zapravo Richaczek-ova

idaaln

rasipanje

T
- d() 5
it +0O(¢°(1))

Analogno prethodnim razmatranjima, dobija se fijakc

= xt-D) (=L Iyxwl
R(t,7) = X(t 6)x (t 12))?(t+ 12) x( t 6) (11)

¢ija Fourier-ova transformacija daje ITF, odnosnobigh se
idealna koncentracija duz trenutne frekvencije, komih
signalacija je faza polinom maksimalno petog reda. Dobija
se, dakle, vremensko-frekvencijska reprezentaajinidana
sljed&im izrazom:

)

PD(t,Q) = j R(L7)E% o =
. - (12)
T\ sg T T, .,.. T\ _iar
= | X(t—-2)XP(t-—) R (t+—=) X (t+=) €7 o
[ X=X
Budwi da u realizacijama treba razmatrati kéma
kaSnjenje r, definiSimo formu ove TF reprezentacije sa
funkcijom prozoraw(r) [1, 2, 5, 6 ], ogratenog trajanja:
PD(t,Q) =
ToT T, . T T..,. T, _igr . (13)
W) X(t— =) X° (t—-—=) R (t+—) x(t+—) €7 o
[ (X X (Y

Sadacemo ndi njenu diskretnu formu. Uvedimo smjenu
v=r/12. Izraz (13) postaje:

PD(t,Q) =

12T WV)X(t- 2v) % (= Y R (8 Y X( & 2 ) &2 o

Diskretizacija po vremenu se obavlja odabiranjegnala
tako da je t=mAt, a takde je neophodno

diskretizovati i promjenljivur = nAt :

PD(RAL Q) =123 w(nh § x( - 2 mA Jx

m=oo

xx*s((n—l’T'DAI))é((l’H' r‘r)A): S((( "2 I’)ﬂ )t*éIZQmmA ,

gdje je At period odabiranja. Nakon udenja odgovarajtih
smjena za signale iz prethodne formule, i irdaju vidu
definiciju diskretne frekvencije [5, 6= QAt, dolazi se do:

(14)

PD(N, o) = 122 w(m) X - 2 mx as)

xx*s(n—m)i(_m m x( 2 e,

koncentraciju i za sltaj signalacija se faza moze predstaviti Sto predstavlja formu predlozene TF reprezentacg

polinomima do reda pet, Sto proSiruje klasu sigaal&oje se

mogu dobiti izuzetno dobre koncentracije u vremensk

diskretne signale (discrete-time). &dmo da je PD(n,w)



periodina po w sa periodomsr/ 6, i da period odabiranja pododabranog sa faktorom 6, uz kéei§je Hanning-ovog
ovdje treba da bude, u cilju spawanja aliasing-a [5, 6] prozora duZzine 0.2s.
At=1/(12f_), gdje je f ., maksimalna &estanost u

spektru signalax(n). To znd&i da ¢e sa funkcijom prozora
istog trajanja kao kod Wigner-ove distribucij@D(n, w)

zahtijevati Sest puta viSe odbiraka. Diskretizufoekvenciju
pomau w=7k/6N , dobijamo diskretnu formu predlozene 200

500
400
300

reprezentacije: 100
6N-1 — 0
PD(n K) =12 > w(m) X n- 2 nx
m=-6N (_‘]_6) -100
_j2mmk _;:
xx8(n-m 2(nF M X #2 heV B /
Navedimo neke od osobina predloZzene reprezentacije -3004
Prije svega, ona je realna, jer za funkdi(t, 7) iz (11) vazi -400
svojstvo Hermitske simetrije, to je®(t,7) = R (t-7), 5to je -500
lako pokazati, a poznato je da je Fourier-ova fijekga ovim 1 0.5 0 05 !
svojstvoméisto realna funkcija. Zato mozemo pisati: t
PD'(1,Q) = PD(t,Q) Slika 1. PD(t,Q) signalacija je faza polinon¥etvrtog reda
. ) ) _ _ ) iz prvog primjera. Vrijeme je zadato u sekundama, a
Jos$ jedno bitno svojstvo jeste da za signal pamjer frekvencija u radijanima u sekundi.

vremenu, x (t) = x(t—t,), vazi da se dobija reprezentacija
pomjerena za istu vrijednost u vremenu:

PD,(t,Q) = PD,(t—t,,Q).
Lako se pokazuje i da za signa(t) = x(t)exp(jQ,t)
vazi sljedée svojstvo (pomjeranje po frekvenciji):
PD,(t,Q) = PD,(tQ-Q,).
Napomenimo da predloZena reprezentacija ne zajdeaol

marginalne uslove [1, 2, 3].

4. PRIMJERI

Primjer 1. Posmatra se kompleksni signal sa
polinomijalnom fazom:

-1 -0.5 0 0.5 1
x(t) =exp(j32nt* - j 32¢% + | 16t ) (17) t
u intervalu -1s<t<1s. Signal je odabran sa periodom Slika 2. PD(t,Q) sinusoidalno modulisanog signala iz
odabiranja At =0.001 gdje je koriden Hanning-ov [5, 6] drugog primjera.

prozor Sirine 0.2s. Budu da je faza ovog signala polinom . o L .
cetvrtog reda, na osnovu izloZene teorifekuje se idealna  OVO i€ slaj signalatija faza ne moze biti predstavijena

koncentracija duZ trenutne frekvencije. Na sliciptikazana Polinomom konanog reda, tako da necekujemo idealnu

je PD(Q,t) ovog signala. reprezentaciju signala. Sa slike 2 se ipak vidijeaova
reprezentacija daje ¥e koncentraciju u odnosu na
Primjer 2. Posmatra se sinusoidalno modulisaniadign spektrogram i Wigner-ovu distribuciju. Na slici 2 snoze

f) = 197 si e A+ /3 (18 goéiti rasipanje koncentrapijg, koje jg_ reda am_e petog
X() = exp(] Singt )+ | cos( 13 (18) izvoda faze. Za posmatrani signal ovaj izvod ddbjenulom:

u intervalu -1s<t<1s. Signal je odabran sa periodom¢® (t) =1277° cosqt - 204&° sin(@t+7m /3
odabiranja At =0.00k, a zatim je izr&unata njegova
PD(Q,t), prikazana na slici 2. Kor&n je Hanning-ov
prozor trajanja 0.2s. PredloZena reprezentacija dvam J€r nizi izvodi faze nemaju uticaja na rasipanje.

sluaju  jako dobro koncentriSe signal duz trenutne primier 3. Posmatra se signal (17) . Dodat je Kekgmi
frekvencije. U cilju poréenja kvaliteta koncentracije, na slici bijeli Gausov §um srednje vrijednosti nula. Var§arrealnog

3. prikazan je spektrogram (1) istog signala podeaiaog sa  imaginarmog dijela Suma su jednake, a odnos Eigma je
faktorom 12, gdje je koréén Hanning-ov prozor trajanja 5gqp  |zrgunata PD(t,Q) prikazana na slici 5. Kowén je
0.08s, i pseudo-Wigner-ova distribucija (9) istoignala , e

Hanning-ov prozor trajanja 0.25 s.

Najvece rasipanje dobe se kadaj+;d5) (t)| maksimalan,



Na slici 5. mogu se «iti komponente koje predstavljaju

500 kros<lanove [1, 2, 3] izm&u korisnog signala i Suma. One su

400 posljedica visokog reda reprezentacije.

300

200 5. ZAKLJU CAK

100 U radu je predlozena vremensko-frekvencijska

- 0 reprezentacija viSeg reda koja idealno koncensigealecija

-100 se faza moze predstaviti polinomom maksimalno petolg.
IzloZena teorija je potdena eksperimentalnim rezultatima, a

-200 izvrSeno je i eksperimentalno pdemje sa spektrogramom i

-300 Wigner-ovom  distribucijom za staj  sinusoidalno

400 modulisanog signala. PonaSanje ove reprezentacije u
uslovima bijelog Suma je eksperimentalno provjereno

-500

-1 -0.5 0 0.5 1

. LITERATURA
L. Cohen, “Time-Frequency distributions - a review”
Proc. IEEE,vol 77, no.7, pp. 941-981, July 1989.

[2] B. Boashash, “Time-frequency signal analysis and
processing : a comprehensive referencElsevier
Publications 2003.

[3] LJ. Stankovic, “Highly concentrated time-frequency
distribution: Pseudo quantum signal representdtion,
IEEE Trans. on Signal Processing/ol.5, No.3,
Mar.1997, pp.543-551

[4] LJ. Stankow, V. IvanovK, Z. Petrowt, “Unified
approach to the noise analysis in the spectrograan a
the Wigner distribution” Annales des teleconvgl.51,
No0.11-12, pp. 585-594, Nov./Dec. 1996

[51 A.Papoulis,Signal analysisMcGraw Hill, New York,

Slika 3.Spektrogram sinusoidalno modulisanog signala iz [1]
drugog primjera.

1977.
[6] Lj. Stankovt: Digitalna obrada signala Nawna
knjiga, 1990.
. 05 ? 0.5 ! [7] Lj. Stankové: “An analysis of some time-frequency
and  time-scale  distributions” Annales  des
Slika 4.PWD sinusoidalno modulisanog signala iz drugog Telecommunicationsno.9/10, Sept./Oct. 1994, pp.
primjera. 519-538

[8] LJ. Stankovic, “A method for improved energy
concentration in the time-frequency analysis of
multicomponent  signals using the L-Wigner
distribution”, IEEE Trans. on Signal Processingol-
43, No.5, May.1995, pp.1262-1269.

[9] LJ. Stankovic, “A time-frequency distribution
concentrated along the instantaneous frequenEgE
Signal Processing LettersVol-3, No.3, Mar.1996,
pp.89-91

Abstract — Higher order time-frequency representation
based on first derivative approximation is propaskdtime-
frequency plane, this representation ideally comcea
signals whose phase is a polynomial of order lés# tsix.
Theoretical considerations are confirmed with expental
results. It is experimentally shown that even fousoidally
1 05 0 05 1 modulated signals proposed representation givesebet
t results than spectrogram and Wigner distribution.

; ; ; ; ; : HIGHER ORDER TIME-FREQUENCY
Slika 5. PD(t, Q_) slnusouilal_no mod_l.Jllsanf)g signala iz REPRESENTATION BASED ON FIRST ORDER
drugog primjera zaSuljenog bijelim Sumom. DERIVATIVE APPROXIMATION
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